
 5-1 

5. SISTEMI SA VI[E STEPENI SLOBODE 
 
UVOD 

Sva dosada{nja razmatranja odnosila su se na sistem sa jednim stepenom slobode. 
Sistemi sa vi{e masa - stepeni slobode su naravno naj~e{}i u praksi. Elasti~ni odgovor 
ovakvih sistema obi~no se analizira primenom multi-modalne analize, koja se zasniva na 
principu superpozicije uticaja. Me|utim, u nelinearnim problemima princip superpozicije 
ne va`i. U narednom poglavlju, prethodno razvijena re{enja za sistem sa jednim stepenom 
slobode se generalizuju i na slo`enije sisteme, pod odre|enim uslovima. U nastavku, 
analiziraju se elasto-plasti~ni modeli slo`enih konstrukcija - plasti~ni mehanizmi, kao i 
koncept obezbe|enja pouzdanog mehanizma pri zemljotresu - koncept programiranog 
pona{anja. Informativno, prikazani su i koncepti pojednostavljenih metoda nelinearne 
stati~ke analize. 

5.1 REKAPITULACIJA OSNOVNIH POJMOVA IZ 
DINAMIKE KONSTRUKCIJA 

U realnim konstrukcijama mase su raspodeljene u prostoru, formalno se mo`e 
govoriti o beskona~nom broju stepeni slobode. 

Nakon {to je realna masa konstrukcije koncentrisana u ~vorovima, dvoeta`ni okvir u 
ravni na slici 5.1.a predstavlja model sa 12 stepeni slobode. Ako se elimini{u nebitni stepeni 
slobode - vertikalne oscilacije masa kao i njihova rotacija, dobija se sistem sa ~etri stepena 
slobode - horizontalne translacije, slika 5.1.b. 

 
Ukoliko su grede okvira i tavanica kruti u svojoj ravni, tada su pomeranja masa iste 

eta`e jednaka, pa se broj stepeni slobode svodi na dva nezavisna spratna pomeranja, slika 
5.1.c-d. Broj stepeni slobode jednak je broju eta`a 
konstrukcije. 

U slu~aju prostornih konstrukcija zgrada, ukoliko 
su tavanice dovoljno krute u svojoj ravni, pomeranja svih 
elemenata vezanih sa tavanicom mogu da se izraze preko 
tri komponenete pomeranja, dve translacije i rotacija neke 
karakteristi~ne ta~ke u ravni tavanice, obi~no centra mase 
CM, slika 5.2. Ukoliko objekat ima n - eta`a, i ukoliko se 
masa objekta koncentri{e samo u nivou tavanica, ukupan 
broj stepeni slobode prostorne konstrukcije iznosi samo 
N=3n.  
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Slika 5.1 Redukcija broja stepeni slobode 
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Slika 5.2 Pomeranja krute 
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Da broj stepeni slobode mo`e da zavisi i od pravca dejstva pobu|iva~a, ilustrovano je 
na slici 5.3. Ukoliko ubrzanje tla deluje u ravni simetrije, kretanje sistema mo`e da se opi{e 
jednim pomeranjem dx , slika 5.3.a. Ukoliko je smer pobude u pravcu y - ose sistema, za 
opisivanje kretanja potrebna su dve veli~ine, translacija dy i rotacija mase φ. U op{tem 
slu~aju, slika 5.3.c, za opisivanje kretanja jedne mase potrebne su tri komponenete 
pomeranja - stepena slobode. 

 
Elasti~ni sistemi sa vi{e stepeni slobode u praksi se naj~e{}e re{avaju primenom 

multi-modalne analize, sa uzimanjem u obzir uticaja vi{e relevantnih tonova oscilacija. 
Ukupni rezultati dobijaju se kombinovanjem rezultata uticaja pojedinih tonova, primenom 
SRSS metode ("kvadratni koren sume kvadrata") na primer. 

5.2 UPRO[]ENA MODALNA SPEKTRALNA ANALIZA 

U slu~aju konstrukcija ~ija je dispozicija regularna kako u osnovi tako i po visini, 
ve}ina propisa pojednostavljuje problem dozvoljavanjem primene upro{}ene modalne 
analize. Osnovna pretpostvaka je da ukupna masa sistema osciluje samo u prvom, osnovnom 
tonu, ~iji period i oblik oscilovanja dovoljno ta~no opisuju kretanje sistema, slika 5.4.a. 

 
Realni sistem sa vi{e masa, te`ina spratova Wi  koji osciluje u prvom tonu, slika 5.4.a, 

mo`e da se zameni ekvivalentnim sistemom sa jednim stepenom slobode, ~ija je masa m 
jednaka ukupnoj masi realnog sistema,  i koji ima isti period oscilovanja T1 , slika 5.4.b. 
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Slika 5.3 Uticaj pravca pobude na broj stepeni slobode 
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Slika 5.4 Upro{}ena modalna analiza 
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Kako su periodi i masa jednaki, oba sistema imaju jednako prora~unsko pseudo ubrzanje 
A(ag ) . Ukupna seizmi~ka sila Fb tako|e je identi~na 

 Fb = m ag A(ag ) = W ag A / g  (5.1) 

Ubrzanja Ai pojedinih masa realnog sistema se razlikuju, najve}a pseudo ubrzanja 
ima masa na vrhu, sa najve}im pomeranjem d 

 Ai = ω 2di  (5.2) 

Da bi pri istoj krutosti EI na savijanje, a sa masom jednakom ukupnoj masi objekta 
m, ekvivalentni sistem imao isti period oscilovanja T1 , visina Hekv ekvivalentnog sistema 
mora da je manja od ukupne visine realne konstrukcije H, i okvirno se kre}e u granicama 
Hekv ≈ 0,7H. Zbog toga pomeranje dekv ekvivalentnog sistema nije jednako pomeranju vrha 
realne konstrukcije, koje je pribli`no 50% ve}e. O ovome treba voditi ra~una kod upotrebe 
spektra pomeranja, slika 2.7.b. 

Period oscilovanja u prvom tonu mo`e da se pribli`no odredi preko 
pojednostavljene Rejlijeve relacije /13/ 

 T1 = 2√(dW)  (5.3) 

gde je dW pomeranje, u metrima, vrha konstrukcije usled optere}enja horizontalnim 
silama jednakim te`inama spratova Wi , slika 5.5.a-b. 

 
Raspodela ukupne seizmi~ke sile Fb po pojedinim masama - eta`ama mo`e da se 

izvr{i prema pomeranjima di pojedinih spratova, slika 5.5.c. 

 F F
W d
W di b
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j j
j
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  (5.4) 

Me|utim, u fazi prora~una seizmi~kog optere}enja, pomeranja spratova jo{ uvek 
nisu odre|ena. Dovoljno je ta~no ako se usvoji oblik pomeranja koji fizi~ki ima smisla - 
korektni konturni uslovi, ili poznati dijagram pomeranja od nekog drugog optere}enja, 
recimo od te`ina spratova prema slici 5.5.b.  

Imaju}i u vidu ukupnu ta~nost postupka, dozvoljava se i pretpostavka da se 
pomeranja menjaju linearno sa visinom, slika 5.5.d, u kom slu~aju sile spratova iznose 
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Slika 5.5 Period oscilovanja i raspodela seizmi~kog optere}enja 
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gde su z  vertikalne koordinate spratova u odnosu na uklje{tenje modela. 
Primer 5.1........ 

Sra~unati period oscilovanja konstrukcije sa dva AB zida, slika 5.6.a. Te`ine svih eta`a 
su jednake W=3924 kN. Debljina zidova bW=15cm. Moduo elasti~nosti Eb=3 10 7 kNm 2. 

 
I1=0,15x3 3/12=0,3375 m 4 
I2=0,15 x4,5 3 /12 = 1,139 m 4 
ΣI=I1+I2 = 0,3375 + 1,139 =1,476 m 4 
Wj=W=3924 kN 
 

q = W / h = 3924/3,5 = 1121,1 kN/m 
dW = qH 4 /8EΣI = 1121,1x17,5 4 /8 x3x10 7 
x 1,476 = 0,296 m 
T=2√ 0,296 = 1,08 s 

Primer 5.2............ 
Uz pretpostavku da je ukupno sezimi~ko optere}enje 5% te`ine objekta iz prethodnog 

primera, odrediti raspodelu ukupnog optere}enje po visini: prema pomeranjima usled te`ina 
spratova i prema linearnoj raspodeli. 
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Slika 5.6 Odre|ivanje perioda a) dispozicija, b) dinami~ki model c) 
fiktivno optere}enje d) prora~unski model 

Nivo - j z ξ = 1-z/H Wj dj Wjdj Fj Vj Mj

m kN m kNm kN kN kNm

5 17.5 0.00 3924 0.296 1161.5 466.7 466.7 0.0

4 14.0 0.20 3924 0.217 852.4 342.5 809.3 1633.6

3 10.5 0.40 3924 0.141 551.9 221.8 1031.1 4466.1

2 7.0 0.60 3924 0.072 282.5 113.5 1144.6 8074.9

1 3.5 0.80 3924 0.021 81.2 32.6 1177.2 12080.9

0 0.0 1.00 3924 0.000 0.0 0.0 1177.2 16201.1

Σ= 23544 2929.5 1177.2
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Slika 5.7 a) Raspodela sila i b) dijagrami momenata savijanja 
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Rezultati prora~una raspodele optere}enja prema pomeranjima prikazani su u 
Tabeli 5.1 i na slici 5.7, linija 1. Pomeranja konzole usled podeljenog optere}enja q iznosi 
d(ξ)=dW /3(3-4ξ+4ξ 4) gde je dW pomeranje vrha iz Primera 5.1.  

Rezultati prora~una raspodele optere}enja prema linearnoj aproksimaciji prikazani 
su u Tabeli 5.2 i na slici 5.7, linija 2. 

Raspodela ukupnog seizmi~kog optere}enja na pojedine zidove prema krutostima 
na pomeranje u ovom slu~aju mo`e da se izvr{i proporcionalno krutosti EI preseka zidova 
na savijanje. 

5.3 PLASTI^NI MEHANIZMI SISTEMA SA VI[E STEPENI SLOBODE 

Pri razmatranjima sistema sa jednim stepenom slobode usvojeno je da se sva 
nelinearna deformacija sistema - rotacije usled momenata savijanja odvijaju u oblasti 
uklje{tenja konzole, u plasti~nom zglobu konstrukcije, slika 5.8.a.  

Da bi se ograni~ilo ukupno seizmi~ko optere}enje Fb slo`enijih konstrukcija, 
neophodno je da se formira elasto-plasti~ni mehanizam konstrukcije. Kod sistema zidova 
koji deluju kao konzole, mehanizam se formira u nivou uklje{tenja svih zidova - konzola, 
slika 5.8.a. 

Kod sistema okvira, po`eljno je da se plasti~ni zglobovi formiraji na krajevima greda i 
u uklje{tenju stubova, slika 5.8.b. 

Kod sistema povezanih zidova, sa pre~kama - veznim gredama, osim u uklje{tenju 
samih zidova, plasti~ni zglobovi treba da se otvore i u veznim gredama, slika 5.8.c. Zavisno 
od proporcija veznih greda i nivoa optere}enja transverzalnim silama, mogu}e je formiranje 

Nivo - j z Wj Wjzj Fj Vj Mj

m kN kNm kN kN kNm

5 17.50 3924 68670 392.4 392.4 0

4 14.00 3924 54936 313.9 706.3 1373.4

3 10.50 3924 41202 235.4 941.8 3845.52

2 7.00 3924 27468 157.0 1098.7 7141.68

1 3.50 3924 13734 78.5 1177.2 10987.2

0 0.00 3924 0 0.0 1177.2 15107.4

Σ= 23544.0 206010 1177.2
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Slika 5.8 Plasti~ni mehanizmi konstrukcija 



 5-6 

ili zglobova na oba kraja vezne grede, ili formiranje transverzalnog plasti~nog zgloba prema 
slici 5.8.c. 

Navedeni primeri su idealni slu~ajevi, kod kojih pomeranja konstrukcije nakon 
stvaranja mehanizma rastu proporcionalno visini. Ugao rotacije mehanizma definisan je 
odnosom maksimalnog pomeranja pri zemljotresu i visine objekta, θ = dm / Η. 

Kod konstrukcija sa "mekim" ili fleksibilnim prizemljem, slika 5.8.d iznos prinudnog 
pomeranja dm pri zemljotresu ostvaruje se dominantno deformacijama prizemlja. U ovom 
slu~aju, rotacija mehanizma θ je znatno ve}a, pa su i deformacije krajeva stubova, zahtevi 
za duktilno{}u znatno pove}ani. Konstrukcija je osetljiva i na efekte drugoga reda, pa se 
kod ovih sistema ne dozvoljava zna~ajnija redukcija seizmi~kog optere}enja, ili se pak 
zabranjuju propisima. 

5.4 OBEZBE\ENJE POUZDANOSTI @ELJENOG MEHANIZMA 
KONSTRUKCIJE - "PROGRAMIRANO PONA[ANJE" 

Koncept sni`avanja seizmi~kog optere}enja formiranjem plasti~nog mehanizma 
limitirane nosivosti podrazumeva da je projektant prethodno odabrao mesta formiranja 
plasti~nih zglobova. U konstrukciji koja se "sastoji" od oblasti plasti~nih zglobova i oblasti 
"elasti~nog pona{anja", plasti~ni zglobovi su "osigura~i" konstrukcije od preoptere}enja 
elasti~nih zona, "najslabiji" delovi konstrukcije, ali sa kontrolisanim pona{anjem, 
projektovani na `eljeni nivo momenata savijanja. Osim obezbe|enja zahtevane duktilnosti 
plasti~nih zglobova, pouzdan mehanizam podrazumeva i slede}e: 

- da se plasti~ni zglobovi formiraju u `eljenim presecima, a ne nekim drugim, 
nekontrolisano, i 

- da ostali, na zglobove priklju~eni delovi konstrukcije, od kojih se o~ekuje da se 
pona{aju elasti~no, mogu da izdr`e najve}e uticaje koji se mogu javiti u plasti~nim 
zglobovima pri pomeranjima usled zemljotresa. 

"Ne znaju}i za namere projektanta", prinudna pomeranja konstrukcije i rotacije 
preseka usled zemljotresa vrlo verovatno }e u plasti~nim zglobovima izazvati momente 
jednake kapacitetu nosivosti preseka na savijanje, a oni mogu zna~ajno da se razlikuje od 
prora~unskih momenata nosivosti. 

 Da bi se priklju~eni delovi konstrukcije pona{ali elasti~no, o~igledno da moraju biti 
dimenzionisani na realni kapacitet nosivosti plasti~nih zglobova pri datim pomeranjima. Pri 
tome, potrebno je obezbediti da se plasti~ni mehanizam formira upravo rotacijama zglobo-
va, a ne nekim drugim, nepo`eljnim formama mehanizma, kao {to je gubitak stabilnosti u 
~eli~nim konstrukcijama, ili krti lomovi usled transverzalnih sila u AB konstrukcijama. 

Obezbe|enje ostatka konstrukcije od preoptere}enja usled pobu|ivanja realne 
nosivosti plasti~nih zglobova naziva se konceptom programiranog pona{anja (izvorno - 
capacity design). Na projektantu je da obezbedi hijerarhiju nosivosti konstrukcije, da "ka`e 
konstrukciji kako }e da se pona{a pri zemljotresu". 

 
Primer 5.3......... 

Za prora~unsko seizmi~ko optere}enje konzolnog zida na slici 5.9.a usvojena je ukupna 
seizmi~ka sila Fb (=Fe /R). Presek u uklje{tenju - plasti~ni zglob dimenzionisan je na moment 
savijanaja M=FbHF i transverzalnu sili Q=Fb . Na koje uticaje treba dimenzionisati 
konstrukciju, ako je realno izvedena nosivost plasti~nog zgloba na savijanje Mu=αM ? 

Odgovor elasti~ne konstrukcije prikazan je linijom 1, a o~ekivani, prora~unski 
odgovor konstrukcije sila-pomeranje prikazan je linijom 2 na slici 5.9.b. 
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Uz pretpostavku da je stvarno 
pomeranje pri zemljotresu jednako 
ra~unskom pomeranju dm elasti~ne 
konstrukcije, u plasti~nom zglobu }e 
se indukovati moment savijanja 
Mu=αM>M, zavisno od realne koli-
~ine ugra|ene armature i njenih kara-
kteristika, u slu~aju AB konstrukcija 
na primer. 

U tom slu~aju promeni}e se i 
ukupno seizmi~ko optere}enja, Fcd =Mu 

/HF = αM/HF . Realan odgovor kon-
strukcije prikazan je linijom 3 na slici 
5.9.b. 

Za pona{anje objekta u celini, 
realno ve}a nosivost plasti~nog zgloba 
~ak je i povoljna, jer }e nelinearne de-
formacije nastupiti kasnije, pri pome-

ranju dycd  , o{te}enja }e biti manja.  Me|utim, oblast plasti~nog zgloba treba obezbediti na 
realnu transverzalnu silu Q=Fcd , a vi{i deo konstrukcije i na realni moment αM. 

Pri zemljotresu, od temelja se o~ekuje da se pona{aju elasti~no, ako nije druga~ije 
pretpostavljeno u analizi. Pri realnim uticajima u plasti~nom zglobu, potrebno je i temelj i 
{ipove na slici 5.9 sra~unati na uticaje Qt=Fcd i Mt=αM.  

U AB konstrukcijama, pri zemljotresu vi{ak armature ne mora da bude na strani 
sigurnosti, jer je optere}enje tipa "prinudne deformacije"! 

Ukolika su pomeranja konstrukcije zna~ajna, ukupno seizmi~ko optere}enje mo`e 
da opadne, jer se deo kapaciteta nosivosti plasti~nog zgloba anga`uje na uravnote`enju 
momenata usled gravitacionog optere}enja - efekti drugoga reda, Fb=(Mu - WeW )/HW , linija 
4 na slici 5.9. 

5.5 OCENA PONA[ANJA KONSTRUKCIJA 
 NELINEARNOM STATI^KOM ANALIZOM 

Osim za istra`ivanja, ponekada je i u praksi potrebno odrediti nosivost konstrukcije 
na horizontalna optere}enja, tok i kapacitet deformacija konstrukcije koja je prethodno 
dimenzionisana, i ~iji su detalji poznati, slika 5.10. 
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Slika 5.9 Koncept programiranog pona{anja 
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Slika 5.10 "Pushover" analiza 



 5-8 

 
Sa poznatim detaljima armature, mo`e da se odredi kapacitet nosivosti plasti~nih 

zglobova, ~ija je dispozicija prethodno usvojena - pretpostavljena, slika 5.10.b. Ako nije 
unapred jasno koji mehanizam ima najni`u nosivost, potrebno je ispititati sve potencijalno 
opasne mehanizme, jer su velike {anse da zemljotres aktivira upravo najslabiji. 

Uz pretpostavku da seizmi~ko optere}enje F ima u svim fazama isti oblik raspodele 
po visini, {to nije ta~no, konstrukcija se "horizontalno gura" postepeno pove}avaju}i nivo 
ukupnog optere}enja F - tzv. "pushover analiza". Kada u nekom od preseka prognoziranih 
plasti~nih zglobova vrednost momenta savijanja dostigne kapacitet nosivosti, kruta veza 
elemenata zamenjuje se umetanjem "plasti~nog zgloba" sa parom momenata savijanja na 
priklju~enim elementima. 

U toku analize prati se razvoj formiranja mehanizma, redosled otvaranja zglobova, 
oznake 1-8 na slici 5.10.b. Za definisanje po~etne krutosti k usvaja se trenutak otvaranja 
prvog plasti~nog zgloba, ta~ka 1 na slici 5.10.c, ili karakteristi~na ta~ka pri 75% nosivosti 
konstrukcije. Sa porastom optere}enja, konstrukcija se "para", do formiranja kompletnog 
mehanizma pri pomeranju dp i optere}enju, kapacitetu nosivosti Fy , slika 5.10.c. Najranije 
otvoreni plasti~ni zglobovi ima}e i najve}e post-elasti~ne deformacije, pa i najve}e zahteve 
za obezbe|enjem potrebne duktilnosti, tako da se na nivou konstrukcije u celini mo`e 
govoriti o "prose~noj potrebnoj duktilnosti" µd .  

Nosivost mehanizma Fy i vrednost o~ekivanog pomeranja dm pri zemljotresu defini{u 
efektivnu sekantnu krutost ks , na kojoj se zasnivaju moderni koncepti prora~una pomeranja 
nelinearne konstrukcije na zamenjuju}em modelu.  

Nakon formiranja plasti~nog mehanizma, rad spoljnog optere}enja F na dodatnim 
pomeranjima usled rotacije θ  jednak je radu momenata nosivosti plasti~nih zglobova Mu na 
rotacijama krajeva greda θ. 


